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18 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ��ó�� üó�ÂÚµ÷� ×½õ 8.4.019 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ßõ��÷ ×½õ 9.4.019 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÂõøÂð ýø�Æõ�÷ 10.4.019 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÂÔû¢¤ ÅþÂ��õ 11.4.020 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �(s) ÕµÈõ §�¨�Â� ýø�Æõ�÷ 12.4.020 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �¨ø¤�õ� ×½õ 13.4.021 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ßÞ�÷-Ù��ó¤�� ×½õ 14.4.021 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ñø� ¢�Àä� ý¥¤� Ýû 15.4.021 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â���� ý�û�Ìê ¤¢ ý¥¤� Ýû 16.4.021 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÓóÀ��ó ­Âê 17.4.022 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Ûþø üãÎì ×½õ 18.4.022 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ýÂ�±Þ� ÓþÂÑ� 19.4.022 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ñø�¢�Àä� �b �Ìì ¤¢ �Î¡ �b ÜÞ� 20.4.023 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¢�Àä�üÜ�Ü½��b þÂÑ÷ 21.4.023 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : n ý�û ��Üä ��ÆÖõ âÞ� 22.4.024 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : â��� ý�ûÂÔ¬ ©¤�Þª 23.4.025 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : üó�Ú�­Âê 24.4.026 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : À¬¤¢ 100­Âê 25.4.026 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ÜØþÂþ¢ ý��ÜÞ�À�� ý�ûÂÔ¬ 26.4.026 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �û ýÂ¨ 5.026 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ÜØþÂþ¢ ýÂ¨ 1.5.027 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : üÜ�Ü½� �õ�¢� 2.5.027 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : üã��� �ó¢�ãõ 3.5.027 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÂÜþø� �ÂÌÜ¬�� 4.5.027 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö���÷�õ�¤ ­Âê 5.5.028 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ß�Ú÷��õ 6.5.028 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Ýó�¨ ×½õ 7.5.028 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Ç¿�Çõ�¤� �ÜÿÆõ ×þ 8.5.029 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : Â¨ü³¨� ×½õ 9.5.029 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : é�Ø»óøø 10.5.029 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÂµÈ�� Õ�ì¢ ý�û ß�Þ¿� 11.5.030 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ´ó�Ú�õ ö�ê â��� 12.5.030 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §����õ â��� 13.5.031 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö¤�Öµõ ùøÂð ¤¢ ÂÊ�ä ×þ Â·î�À� �±�Âõ 14.5.031 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ï¤�� Âþ¢�Öõ 15.5.031 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÂÜþø� â��� 16.5.032 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö�Þþ¤ ­Âê �� Õê�õ�÷ �ÜÞ� 6.0



132 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ×þ��ê ¤¢ ¢Â�¤�î 7.0��¥ â��� Â� ý¤øÂõ ø �õÀÖõ 1.0�õÀÖõ 1.1.0�õ�ð â��� �� �î â��� ßþ� .´¨� ¯�±�¤� ¤¢ ��÷ ñø� ¢�Àä� ¥� üÖ�Þä ¸þ�µ÷ �� �î ´¨� ×þ��ê ü®�þ¤ «�¡ â���� ¥� ö�Þþ¤ ý��¥ â�����±�� öøÀ� ö��î�� ��÷ ö�Þþ¤ Í¨�� ùÀª �ÂÎõ ­Âê ùø�ã� .¢ø¤ üõ ¤�ÞÈ� ��÷ ¢�Àä� �þÂÑ÷ Ýúõ ¶��±õ ¥� ,¢¤�¡ üõ À÷���.´¨� ùÀª �µª�Ú÷ ö� «��¡ ø â��� ßþ� ù¤��¤¢ ö��î�� �»÷� Â� ´¨� ý¤øÂõ Âþ¥ °ó�Îõ .´¨� ùÀ÷�õ üì��¢¤�õ ø ùÀÈ÷ Û� Û��Æõ ö���ã� �¤ ü®�þ¤ ¤¢ ùÀÈ÷ Û� �b ÜÿÆõ 23 �Â±Ü�û üÆ�ÜÚ÷� ï¤�� ö�À�®�þ¤ ,ÝµÆ�� öÂì ý�Àµ�� ¤¢��Ö� ¥� Â� ÛØÈõ �ú÷� ¥� �ÜÿÆõ ø¢ .Àª Û� ö�÷�À�®�þ¤ ¥� ü¡Â� Í¨�� öÂì ñ�¡ ¤¢ Û��Æõ ¥� ý¢�Àã� ø ¢Âî �ÂÎõ öÂì ¶½�:À÷À�¨¤ üõ ÂÑ���ÜÿÆõ ßþ� .¢¤�À÷ üã�±Ï ��Êµ¿õ �� (x; y; z) ���� n > 2 ý�Â� xn + yn = zn �b ó¢�ãõ À�î üõ ö��� �î �õÂê §À� :ñø�.Àª ´��� (Wiles)�Üþø Í¨�� .�1994 ¤¢.À÷Â�ð üõ ¤�Âì 12 + it; t 2 R Í¡ ýø¤ ��¥ â��� üúþÀ�Â�è ý�ûÂÔ¬ À�î üõ ö��� �î ö�Þþ¤ ­Âê :�ø¢?¢�� üî ö�Þþ¤ 2.1.0ø 4 ßþ�µÈ÷�þ� ø 3 �ÜØþÂþ¢ ß�óÂ� ,2 §ø�ð ÂÑ÷ Âþ¥ ßÚ����ð ¤¢ ø ´ê�þ Àó�� ö�Þó� ¤¢ .�1826 Â±õ�µ³¨ 17 ¤¢ 1 ö�Þþ¤ ¢¤�÷Â�.À÷�¨¤ ö�þ�� �� 6ö�Þþ¤ ��Î¨ ��÷ �� §ø�ð Çþ�Þ�û�¤ ¢�µ¨� ÂÑ÷ Âþ¥ �¤ ¢�¡ Ph:D: .�1851 ¤¢ .À÷��¡ §¤¢ 5 ü��î��¢�Âþ�­øÂÔõ ý¤�ÀÖõ ¥� ÂµÞî ñø� ¢�Àä� ö���ä ´½� ß�óÂ� ��Üä üõ¢�î� ¤¢ .�1859 ¤¢ 7 ü÷�Þþ¤ �¨À�û ¤¢ ö�Þþ¤ ü÷�Â�¿¨8 ��ó�µþ� Å�ó�î ��¤�� ¤¢ .�1866 ý�ø� 20 ¤¢ ö�Þþ¤ .Àª �»� ×þ °��¬ ø ¢�Þ÷ ��ø¢¥� ��î Å�ó� �� .�1862 ¤¢ .¢�Þ÷.¢Âî ��êGeorg Friedri
h Bernhard Riemann (1826� 1866)1Gauss2Diri
hlet3Eisenstein4Ja
obi5Riemann Surfa
es6Riemaniann Geometry7Tuber
ulosis in Italy8



2 :ö�Þþ¤ 1859 �ó�Öõ ���¬�Ê¡.À÷� ùÀª ù¢�¢ ¤�ÀÖõ ×þ ¥� ÂµÞî �î ¢�� ñø� ¢�Àä� ýø¤ (�.¢�¢ ��¹÷� ñø� ¢�Àä� �bÎ�� ¤¢ �ú�� �¤ ©¤�î ö�Þþ¤ (�.¢Âî ¤�Øª� �¤ ý¤��Æ� ������ �õ� ¢�� �(x) = # ñø� ¢�Àä� ¢�Àã� ý�Â� üó�õÂê �b ��¤� éÀû À��Âû (�.Àª ý¥øÂõ� ¢�Àä� �þÂÑ÷ ý��±õ �î ¢Âî ý�þ¤ �þ�� �¤ ýÂÑ÷ ý�úªø¤ (¢.Àª ��±�� ýÀã� ñ�¨ 40 ¤¢ �ó�Öõ ¸þ�µ÷ Â·î� (û�»¿þ¤�� 3.1.0�(2) = 1Xn=1 1n2 �î ¢�� ù¢�¢ ö�È÷ �� ÷ 10 üó�Ú�õ ø ´¨�Âð�ø �(1) = 1Xn=1 1n ýÂ¨ �î ¢�¢ ö�È÷ 9 üÞ¨¤ø� §��Ø�÷ý�û �û¢ üÏ 12ÂÜþø� ¢¤�÷�ÿó .¢�� ù¢¤ø� ´¨À� ¤�Èä� Ýì¤ 9 �� �¤ �(2) ¤�ÀÖõ 1736 ¤¢ 11 Ù��óÂµ¨� ùø�ã� .´¨�ÂÚÞû¤�� À�� ¥� Å� ÂÜþø� 1734 ¤¢ .¢Âî üõ ¤�î �(4) = 1Xn=1 1n4 ø �(2) = 1Xn=1 1n2 ý�úþÂ¨ üþ�ÂÚÞû ýø¤ Â� 1740 ø 1730�¤ �(4) = �490 ø �(2) = �26 ¥� ü��±�� üó�÷Â� Û�÷�¢ �� ý� �õ�÷ üÏ ,�úþ� �ÜÞ�À�� �þ�¹� ýÂ�ð¤�Ø� ø ÓÜµ¿õ ëÂÎ� �±¨�½õ�î �¤ Âþ¥ éøÂãõ �b Î��¤ ø ¢Âî ÂÈµ�õ "´þ�ú÷ü� ý�úþÂ¨ ��� ¤¢ ÓÜµ¿õ ��õ��' ��÷ �� ý� �ó�Öõ ñ�¨ ö�Þû ¤¢ ø ¢�¢ ���¤�:¢�Þ÷ ��±�� �¤ ´¨� éøÂãõ "ÂÜþø� ü�Â® �þ�¹�'���(s) = 2s3s5s:::(2s � 1)(3s � 1)(5s � 1):::N Àª�� �ø¥ n Âð� �î �(n) = N�n ´ª�÷ üõ üÜî ¤�Î� ýø .¢�Þ÷ �±¨�½õ s = 2n ý�Â� �¤ �(s) Âþ¢�Öõ ÂÜþø� 1740 ¤¢��� �� ý� �ó�Öõ üÏ �¤ ¸þ�µ÷ ßþ� ø Àª�� log(2) ¥� üã��� ´Æþ�� üõ N �î ¢¥ üõ §À� Àª�� ¢Âê n Âð� ø ´¨�þ�ð ý¢Àä.℄30[ Àª ´��� ö�Þþ¤ Í¨�� 1859 ñ�¨ ¤¢ �î ¢�Þ÷ ö��� �¤ Âþ¥ üµÈð¥�� â��� ý� �ó�Öõ ¤¢ ÂÜþø� 1749 ¤¢ .À÷�¨¤�(1 � s) = ��s21�s�(s) 
os �s2 �(s) Ni
holas Oresme(1323� 1382)9Pietro Mengoli(1625� 1680)10James Stirling(1692� 1770)11Leonhard Euler(1707� 1783)12



3 ÓþÂã� 4.1.0:℄1[ ¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�Ê� üÖ�Ö� x > 1 ý�Â� ö�Þþ¤ ý��¥ â����(x) = 1�(x) Z 10 ux�1eu � 1du:Ýþ¤�¢ ,Àª�� ¼�½¬ ý¢Àä x = n Âð� .Àª�� üõ ¢���õ Ù±ó ñ�ÂÚµ÷� ö���ã� ñ�ÂÚµ÷� ßþ� .´¨� ÂÜþø� ý�õ�ð â��� �(x) �îun�1eu � 1 = e�uun�11� e�u = e�uun�1 1Xk=0 e�ku = 1Xk=1 e�kuun�1 :ßþ�Â����Z 10 un�1eu � 1du = 1Xk=1 Z 10 e�kuun�1du: Å� dy = kdu Ýþ¤�¢ y = ku Â�çµõ Â��ç� ���(x) = 1�(x) 1Xk=1 Z 10 e�kuun�1du
= 1�(x) 1Xk=1 Z 10 e�y(yk )n�1 dyk= 1�(x) 1Xk=1 1kn Z 10 e�yyn�1dyÝþÂ�ð üõ �¹�µ÷ ,´¨� �(x) Â��Â� ø k ¥� ÛÖµÆõ ,üÜ¡�¢ ñ�ÂÚµ÷� ö���(x) = 1Xn=1 1kn�î �(s) = 1Xn=1 1ks :¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�Ê� üÖ�Ö� s´ó�� ¤¢ ùÀõ� ´¨À� ¼�½¬ ý�ûn ý�Â� �î ��¥ â��� ¥� ÛØª ßþ�.℄1[ ´¨�ÂÚÞû ÕÜÎõ ¤�Î� s > 1 ý�Â�:¢�ª üõ ö��� ß��� ÍÜµ¿õ �b½Ô¬ ¤¢ ��¥ â��� ¥� ýÂÚþ¢ ÓþÂã� :�µØ÷�(s) = �(1� s)2�i Z
 (�u)seu � 1 duu ; s 6= 1



4 ...�î ´¨�¤�µ�î 
 �î:¢Âî ´��� ß��»Þû ,¢¤ø� ´¨À� �ø¥ ý�ûn ý�Â� �¤ �(26) �� �(2) Âþ¢�Öõ ÂÜþø��(2) = �26 �(4) = �490 �(6) = �6945Âþ¥ �¤�Ê� �¤ ��¥ ¼�½¬ n ý�Â� ö��� üõ üêÂÏ ¥� .¢�Þ÷ ß��ã� ¤�Èä� Ýì¤ 30 �� �¤ �(70) �� �(2) Âþ¢�Öõ (1993)Å�Ü�µª�:¢�Þ÷ ÓþÂã��(n) = Z 10 Z 10 ::: Z 10| {z }n fa
tor dx1:::dxn1� x1:::xn:ùø�ã� .´¨�Âð�ø ¥�ÆÞû ýÂ¨ ö�Þû �(1) ø ù¢�� singularity ¢ÂÔ�õ �ÎÖ÷ ý�¤�¢ â��� n = 1 ý�Â� �î À��î ����1Xn=2;4;:::[�(n) � 1℄ = 34 ; 1Xn=2[�(n)� 1℄ = 11Xn=1;3;:::[�(n)� 1℄ = 14 ; 1Xn=2(�1)n[�(n)� 1℄ = 12ø ´¨� Âþ¥ �¤�Ê� üÖ�Ö� s ý�Â� �(s) ¤�¢�Þ÷�(0) = �12 � 0(0) = �12 log(2�).℄Elisa; et al 1994[ ´¨� 13 ¢À¹õ ý¥�Æó�õÂ÷ �b þÂÑ÷ ¥� üÖ�Þä �b¹�µ÷ ��÷ �(�1) = �112 ß��»Þû:¢�ª üõ ÓþÂã� ß��� üÖ�Ö� s ý�Â� ,´¨� ��¨�õ 14 ö�Þþ¤ ý��¥ â��� �� �î Âþ¥ â����(s) = 1Xn=1 1nsüõ ¤�Ø� s ¥� z Â�çµõ ý�¹� ø ¢�ª üõ ÓþÂã� ß��� ��÷ ÍÜµ¿õ Âþ¢�Öõ ý�Â� ��¥ â��� .´¨� üÜ�Ü½� s > 1 ����÷ ¤¢ â��� ßþ�ñ��Âû �� .´¨�ÂÚÞû �fÖÜÎõ s = � + it �î � > 1 �� ýÂ¨ .¢Â� ¤�Ø� 1859 ©� �ó�Öõ ¤¢ ö�Þþ¤ �î ´¨� ý¢�Þ÷ ö�Þû �î À÷Â�°Îì ý�¤�¢ s = 1 ¤¢ ø ,¢�ª üõ ÓþÂã� (s = 1 �b ÎÖ÷ �¹�) ÍÜµ¿õ �b½Ô¬ Â� â��� ßþ� ,��¥ â��� ý�µØþ 15 üÜ�Ü½� �b õ�¢� ¥�Renormalization13Riemann Zeta Fun
tion14Analyti
 Continuation15



5 :Ýþ¤�¢ É¡��� .´¨� 1 ùbÀ÷�Þ�ì�� �� ù¢�¨lims!1[�(s)� 1s� 1 ℄ = 
:Ý�Æþ�÷ üõ <(s) > 0 �b½Ô¬ ¤¢ ��¥ ö¢�� üÜ�Ü½� �õ�¢� ��¹÷� ý�Â� .´¨� 16 ü÷øÂª�õ-ÂÜþø� ´��� 
 �î1Xn=1(�1)nn�s + 1Xn=1n�s = 2 1Xn=2;4;���n�s = 2 1Xk=1(2k)�s = 2(1�s) 1Xk=1 k�s ßþ�Â����1Xn=1(�1)nn�s + �(s) = 21�s�(s) �þ�(s) = 11� 21�s 1Xn=1 (�1)n�1ns (�)©ÂµÆð ÍÜµ¿õ �b½Ô¬ ��Þ� �� üÚµ¨��� ßþ� �î À�î üõ ��¹þ� üã��� �b ó¢�ãõ ,¢�ª üõ ÓþÂã� <(s) > 0 ý�Â� �(s) üµìø �Áó�ÜØþÂþ¢ ý�À÷� â��� �� ö�Þþ¤ ý��¥ â��� .À�û¢ üõ ö�È÷ �(s) �� ø ùÀ�õ�÷ �ÜØþÂþ¢ ý��� â��� �¤ (�) ´¨�¤ éÂÏ ¤¢ á�Þ¹õ .À��þ:¢�ª üõ Í±�Âõ ß��� �(s) �ÜØþÂþ¢ ý��� â��� ø �(s)�(s)2s = �(s)2s � 1 = �(s)2s � 2¢Âî ���¤� Âþ¥ �¤�Ê� ö��µ�õ �¤ ,´¨�ÂÚÞû ýÂ¨��Â¨ ¤�Î� �î ýÂ¨ ×þ .�(s) + �(s) = 2�(s) ��÷ ø�(s) = 11� 21�s 1Xn=1 12n+1 nXk=0(�1)k�nk�(k + 1)�s,´¨� Í±�Âõ ß��� �(n) Ûþø��ó â��� �� ��¥ â��� .´¨� ý��ÜÞ�ø¢ °þ�Â® �nk� �î�(2s)�(s) = 1Xn=1 �(n)ns ùø�ã��2(s)�(2s) = 1Xn=1 2!(n)ns Euler�Mas
heroni Constant16



6 .´¨� n �ø�Ôµõ ñø� ý�û¤�µî�ê ¢�Àã� !(n) = �0(n) �î:´¨� Í±�Âõ Âþ¥ �¤�Ê� �õ�ð â��� �� ��¥ â����( s2 )�� s2 �(s) = �(1� s2 )�� 1�s2 �(1� s)
�±¨�½õ �¤ �(n) �þ¤�ê °þ�Â®«�Êµ¡� �� ö��� üõ ñ��¨¤�� �b �Ìì �þ 17 ¤�µ÷�î ýÂ�Úó�ÂÚµ÷� ÕþÂÏ ¥� �ø¥ ý�ûn ý�Â�üõ ´¨À� üó�÷Â� ¢�Àä� ÕþÂÏ ¥� ¼�½¬ n = 2k ý�Â� �(n) Âþ¢�Öõ ö¢¤ø� ´¨À� ý�Â� ©ø¤ ßþÂµú� ´Ôð ö��� üõ �õ� .¢�Þ÷:ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ Âþ¥ üµÈð¥�� �ó�±÷¢ �Àµ�� .Àþ�B0 = 1 ; Bn = nXk=0�nk�Bk :¥� À��¤�±ä �ó�±÷¢ ßþ� üþ�Àµ�� �ÜÞ� À��1; �12 ; 16 ;0; �130 ;0; 142 ;0; �130 ;0; 566 ;0; ::: :Ý��î üõ ÓþÂã� ñ���(2k) = (�1)k+1 (2�)2kB2k2(2k)!ß��»Þû .´¨� üó�ãµõ �ø¥ ý�ûn ý�Â� �(n) Àû¢ üõ ö�È÷ �î�(�n) = �Bn+1n+ 1 ; n = 1;3;5; : : :ü���� ¢Âê ý��¥ ý�Â� B2k+1 ö¢�� ÂÔ¬ �� ������ ¢Âê ¢�Àä� ý�Â� üóø Àû¢ üõ ´¨À� �ø¥ ¢�Àä� ý�Â� �¤ ��¥ â��� Âþ¢�Öõ �î,´¨� Ù�ð �(3) �î ¢Âî ´��� ùÂ¡��� (1979)18 ýÂ�� .Ù�ð �þ ´¨�þ�ð �(2k + 1) �î Ý�÷�¢ üÞ÷ üµ� Ýþ¤ø� üÞ÷ ´¨À�19 ýÂ�� ´��� ö���ä �� °Üè� �(3) ýÂ�� Ýúõ ÓÈî ÂÏ�¿� .ÀÈ÷ Û¬�� ÂÚþ¢ ¢Âê ý�ûn ý�Â� üú��Èõ �b ¹�µ÷ º�û �õ��î ´Æû ö��� n ¼�½¬ ¢�Àä� üû��µõ�÷ ¢�Àã� �î À÷¢Âî ´��� 2001 ñ�¨ ¤¢ Ball ñ�� ø Rivoal ñ�ø ý¤ .¢�ª üõ �µ¡��ªContour Integration17Apery18Apery0sConstant19



7 :ßþ� Â� ùø�ä .´¨� Ù�ð �(2n+ 1)�(3) = 12 1Xk=1 1k2 (1+ 12 + � � �+ 1k ) = 12 1Xk=1 hkk2°þ�Â® ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �¤ üã�±Ï n > 1 �� �(n) Ýúõ ý�úä�Þ¹õ ¥� ¢�Àã� ×þ .℄Stark1974[ ´¨� ×�÷�õ¤�û ¢Àä ×þ hk �î:℄Guy(1994; p257)[´ê�þ ´¨¢ �ú÷� �� �(3) ×Þî �� ýÂ�� �î ,¢�Þ÷ ö��� Âþ¥ �¤�Ê� ö��� üõ ý� �ÜÞ�ø¢�(2) = 3 1Xn=1 1k2�2kk � ; �(3) = 52 1Xn=1 (�1)kk3�2kk ��(4) = 3617 1Xn=1 1k3�2kk � ; �(5) = z5 1Xn=1 (�1)kk5�2kk ��Â÷ ßþ�Â���� ,Àª�� ÂµÞî �þ 25 ��¤¢ ý� �ÜÞ� À�� �Èþ¤ ×þ z5 Âð� �õ� ,´¨� ýÂ±� �þ �þ�ð ¢Àä ×þ z5 Â¡� �b¹�µ÷ ¤¢ �î¥� ù¢�Ôµ¨� �� .À÷�ªüõ �µ¡��ª ��÷ n � 5 ý�Â� üþ�úä�Þ¹õ ß��� �Áó 20 Àª�� 2� 1037 ¥� Âµð¤�� Àþ�� °þ�Â® ü¨À�Üì�:¢¤ø� ´¨À� Âþ¥ �¤�Ê� ¢Âê ý�û n �� �(n) ý�Â� ü��±þ¥ üû��µõ ý�û á�Þ¹õ �ê�Ü� ,LLL Ýµþ¤�Úó�S�(n) = 1Xk=1 1kn(e2k� � 1) ñ�·õ ý�Â� ø�(3) = 7180�3 � 2S�(3)�(5) = 1294�5 � 7235S�(5) � 232S+(5) �¤�Ê� ö��� üõ �¤ ö�Þþ¤ ý��¥ â���Z 10 fra
(1t )ts�1dt = ��(s)s.℄17[ ´¨� x ý¤�Èä� ´ÞÆì ö�Þû fra
(x) �î ¢Â� ¤�Ø� 0 < <(s) < 1 ý�Â�:´¨��¥ â��� ÂÚ÷��� n = 3;5; : : : ý�Â� ��÷ Âþ¥ á�Þ¹õ À��(n) = limx!1 1(2x + 1)n xXk=1[
otg( k2x+ 1 )℄n Baily & P louffe20



8
:Ý�Æþ�÷ üõ ß��� �¤ ��¥ â��� ÕµÈõ� 0(s) = �s 1Xk=1 k�slnk = � 1Xk=2 lnkks��÷ ø � 0(0) = �12 ln(2�) Ýþ¤�¢ s! 0 �î üµìø ø� 0(s)�(s) = log2� + �2
otg(�s2 )� �0(1� s)�(1� s) � � 0(1� s)�(1 � s) ø�(2m + 1) = 22m+1�2m(�1)m� 0(�2m)(2m)! �î �¹÷� ¥� ÂÚþ¢ «��¡ ¥� øj�( s2 )j < keA�log�ßþ�Â���� log�( s2 ) � s2 logs , s!1 üµìø ��÷ ø ,� > 0 ø A; k À�÷�õ üµ���� ý�Â�j�(s)j < k1jsj2js� 1j 9k1 > 0 �î Àû¢ üõ ö�È÷ ý� �÷�þ�¤ ¸þ�µ÷�(1) =1�(2) = �26�(3) = 1:2020569032 : : :�(4) = �490�(5) = 1:0369277551 : : :�(6) = �6945�(7) = 1:0083492774 : : :�(8) = �89450



9 �(9) = 1:0020083928 : : :�(10) = �1093555 ��¥ â��� üã��� �ó¢�ãõ 2.0.´¨� 1 �±�Âõ ¥� ��� üã��� �î À�þ�ð ö�Þþ¤ â����� �¤ Âþ¥ üã��� �ó¢�ãõ�(s) = �� s2�( s2 )�(s)´þ�ú��� �� �¹�þ� ¥� .�(s) = �(1 � s) ø ´¨� ��� ÍÜµ¿õ �½Ô¬ ¤¢ �(s) ù�Ú÷� �(s) = 12s(s� 1)�(s) Ý��î ÓþÂã� Âð� øßþ�Â���� ø ù¢�� �õ�ð ý�û °Îì s = �2;�4;�6; ::: �Áó .¢¤ø� ´¨À� �¤ ��¥ â��� ý�ûÂÔ¬ ¥� ý¢�Àã� ö��� üõ �õ�ð â��� ö¢���¤ s = 12 Í¡ �� ´±Æ÷ ö¤�Ö� É¿Èõ üã��� �b ó¢�ãõ üêÂÏ ¥� .À�þ�ð 21 üúþÀ� ý�ûÂÔ¬ �ú÷� �� �î À�ª�� üõ ��¥ ý�ûÂÔ¬ùÀ÷�õ üì�� �b ���÷ ßþ�Â���� ,¢¤�Ú÷ üõ � < 0 �� �¤ � > 1´ÞÆì üã��� �b ó¢�ãõ ß��»Þû .À�þ�ð 22ü÷�Â½� Í¡ ö� �� �î ,�µª�¢��÷ � < 0 �Áó ,¢¤�À÷ ¢��ø ýÂÔ¬ � > 1 ����÷ ¤¢ �î Àû¢ üõ ö�È÷ ��÷ ÂÜþø� �ÂÌÜ¬�� .À�õ�÷ ü÷�Â½� ����÷ �¤ 0 < � < 1¢Âî �ä¢� ö�Þþ¤ .À÷¤�¢ ¤�Âì ü÷�Â½� ¤��÷ ¤¢ üúþÀ��÷ ý�ûÂÔ¬ ��Þ� ßþ�Â���� .´¨� ÂÔ¬ öøÀ� ý�����÷�(s) = �(0)Yp (1� sp ).¢Âî �ÂÎõ �¤ ¢�¡ ­Âê ö�Þþ¤ �î ¢�� ßþ� ��±�� Â�Æõ ¤¢ .Àª ´��� ¢¤�õ�¢�û Í¨�� 1893 ¤¢ �îö�Þþ¤ ý��¥ â��� 1.2.0ñ�õÂê Í¨�� ö�Þþ¤ ý��¥ â����(s) = 1Xn=1 1ns =Yp (1� p�s)�1ö�Þþ¤ Í¨�� ¤�� ß�óø� ý�Â� ÍÜµ¿õ ¢Àä ×þ ö���ä �� s = � + it ¢�Þ÷ .´¨�ÂÚÞû �fÖÜÎõ � > 1 ý�Â� ýÂ¨ .s = � + it �î.Àª �µêÂð ¤�Ø�Trivial Zeros21Criti
al Line22



10 À��î¢¢ ý��¥ â��� 2.2.0Âþ¥ ñ�õÂê Í¨�� OK ¼�½¬ ¢�Àä� �ÖÜ� �� ,(�þ�ð ¢�Àä� ¥� üû��µõ â�¨�� ×þ) K ¢�Àä� ö�À�õ ýø¤ À��î¢¢ ý��¥ â���:¢�ª üõ ÓþÂã��K(s) =Xa (Na)�s.´¨� a �Â÷ Na ø ù¢�� OK ¼�½¬ ý�úó�Àþ� �bÞû ýø¤ á�Þ¹õ üµìø ,� > 1 ý�Â�ÂÜþø� �ÂÌÜ¬�� 3.2.0�ÂÌÜ¬�� .¢¢Âð üõ ö��� ñø� ¢�Àä� ¥� üû��µõ�÷ ü�Â®�� �¤�Ê� �î ´¨� â����L×þ ¥� üÈþ�Þ÷ ÂÜþø� �ÂÌÜ¬�� ñ�õÂê:℄30[ ´¨� ß��� ö�Þþ¤ ý��¥ â��� ý�Â� ,Àõ� ´¨À� 1737 ¤¢ �î ÂÜþø��(s) =Yp �1� p�s��1 :¢Âî ´��� 1737 ¤¢ �¤ ö� ÂÜþø� �î�(x)(1 � 2�x) = (1+ 12x + 13x + : : :)(1� 12x ) = (1+ 12x + 13x + : : :)� ( 12x + 14x + : : :) (1)
�(x)(1 � 2�x)(1� 3�x) = (1+ 13x + 15x + 17x + : : :)� ( 13x + 19x + 115x + : : :) (2)

�(x)(1 � 2�x)(1� 3�x) : : : (1� p�x) : : : = �(x) 1Yn=2(1� p�x) = 1 (3):À�Æþ�÷ üõ ß��� �Â÷� ��÷ üû�ð .¢�ª üõ Û¬�� �¹�µ÷ ñø� ý�ûp ý�Â� �î�(s) = (1� 2�s)�1 Yq�1(mod 4) �1� q�s��1 Yr�3(mod 4) �1� r�s��1:´¨� ß��� �ÜØþÂþ¢ â����L ý�Â� ÂÜþø� �ÂÌÜ¬��L(s; �) =Yp �1� �(p)p�s��1



11 :´¨� ß��� K ¢�Àä� ö�À�õ ýø¤ À��î¢¢ ý��¥ â��� ý�Â� ÂÜþø� �ÂÌÜ¬���K(s) =Yp �1�Np�s��1.´ê�þ ℄3[ ¤¢ ö��� üõ �¤ ýÂÚþ¢ Í��ø ¤ .´¨� OK ñø� ý�û ñ�ùÀþ� ýø¤ �ÂÌÜ¬�� �îÂÚþ¢ °ó�Îõ 4.2.0,23 ÛÚ�¨-ø�À÷� ý�ûÂÔ¬ Â�Ñ÷ â���� ßþ� ¥� ùÀõ� ´¨À� ¸þ�µ÷ ø ö� �� �µÆ��ø ÂÚþ¢ â���� ø ö�Þþ¤ ý��¥ â��� ù¤��¤¢.´ê�þ ℄2[ ¤¢ ö��� üõ �¤ ... ø 25 ïÂ±Ü¨ ý�û ù¢¤ ,24 ïÂ±Ü¨ ý�ú¨À�� = 1Â� âì�ø ý�ûÂÔ¬ 5.2.0ý�ûÂÔ¬ ¢��ø ý�Â� �¹�µ÷ ßþÂ� ù¢�¨ �Áó .Àª Àû��¿÷ ÂÔ¬ � > 1 �½Ô¬ Ý�÷ ¤¢ L(s) â����L ÂÜþø� �ÂÌÜ¬�� Õ±Ï×�¨�î ñø� ¢�Àä� �b �Ìì Â���� .´Æ�÷ ÂÔ¬ Í¡ ßþ� Â� â��� ßþ� �î ´Æ�þ� � = 1 Í¡ ýø¤ L(s)�(x) := Xp�X 1 � XlogX��Ìì ö�� � üõ ö� öÀª ÂÔ¬�÷ � � ßþ�Â �� � � .� = 1 ý�Â� �(s) 6= 0 ñ�õÂê ßþ� Õ±Ï ø ,´¨� p ñø� ¢�Àä� ýø¤ âÞ� �î.s = 1°Îì ý�Â��¹� ,Àª�� ÝÑ�õ � = 1 ýø¤ � 0=� �î ´Æ÷� À�õ¥��÷ ö�þÂ�ø�� ��Ìì .¢Â� ¤�Ø� � 0=� ý�Â� �¤ 26ö�þÂ�ø��¤�Î� ñø� ¢�Àä� �b �Ìì �î ¢�¢ ö�È÷ 29 Â�þ�ø .Àª ´��� 1896 ¤¢ 28 ß�Æþ�� ø 27 ¢¤�õ�¢�û Í¨�� �(s) ý�Â� ñø� ¢�Àä� �b �Ìì.℄30[ ¢¤�À÷ � = 1 ýø¤ ýÂÔ¬ º�û �(s) �î ´¨� á�®�õ ßþ� �� ñ¢�ãõ üÑÔÜó� ´½�Landau � Siegelzeros23Selberg Conje
tures24Selberg 
lass25Tauberian theorem26Hadamard27de la V alee Poissin28Wiener29



12 ö�Þþ¤ ­Âê 3.0ö�Þþ¤ ­Âê 1.3.0ßþ� .℄9 ø8[ À÷Â�ð üõ ¤�Âì � = 12 üúþÀ� Í¡ ýø¤ Â� �(s) â��� üúþÀ�Â�è ý�ûÂÔ¬ �î À�î üõ �ä¢� RH 30ö�Þþ¤ ­Âê¥� .℄7[Àª �ÂÎõ 1859 ¤¢ �(x) ��� ¤¢ ©� ý� �½Ô¬ 8 ´ª�¢¢�þ ¤¢ ö�Þþ¤ Í¨�� ,ùÀ÷�õ üì�� ��±�� öøÀ� ö��î�� �î ­Âê´õ�ä Â��ç� Ý�û¢ üõ Çþ��ê� �¤ t üµìø ´Æ�ê�î �ûÂÔ¬ ö¢¤ø� ´¨À� ý�Â� Å� ´¨� üÖ�Ö� t 2 R ý�Â� �(12 + it) �î �¹÷��� Å� .À�µÆû Z(t) = ei#(t)�(12 + it) â��� ý�ûÂÔ¬ ö�Þû �(12 + it) ý�ûÂÔ¬ �î ¢�¢ ö�È÷ ö��� üõ �Áó .ÝþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ �:¢¤ø� ´¨À� ß��� �¤ #(t) ö��µ�õ ö�¤�ÜØõ-ÂÜþø� Í¨�� �(12 + it) �b ±¨�½õ#(t) = t2 log( t2� )� t2 � �8 + 148t + 75760t3 + : : :
¥� ý¢�Àã� ö�Þþ¤ �î ¢�Þ÷ ö���ä ßÚ����ð ù�ÚÈ÷�¢ ��ª¤� ¤¢ �î ö�Þþ¤ ��¹µª�÷ ü¨¤Â� �� 31 ÛÚ�¨ ñ¤�î 1932 ¤¢�¤ Âþ¥ ü±þÂÖ� ñ�õÂê ß��»Þû ÛÚ�¨ .℄29 ø20[ ´¨� ù¢¤ø� ´¨À� ¤�Èä� Ýì¤ À�� �� ý¢Àä ��±¨�½õ �� �¤ ×��î ý�ûÂÔ¬:¢Âî ÓÈî �¤ ¢�� ùÀõ� ´¨À� ö�Þþ¤ Í¨�� �îZ(t) = NXn=1n� 12 
os[#(t)� tlogn℄ +R(t) ; N = int[p t2� ℄ ö� ¤¢ �îR(t) = e�i#(t)e�t�2(2�) 12+ite�i�4 (1� ie�t�) Z
 e�Nx(�x)� 12+itex � 1 dx�� �ú�� Z(t) ü��þ¥ ¤� ý�Â� �î ´¨� ßþ� ÛÚ�¨ ÓÈî ¥� �¹�µ÷ ×þ �õ� .À�õ�÷ üõ 32 ÛÚ�¨-ö�Þþ¤ â���� �¤ Z(t) ø #(t) â����:´Ôð ö��� üõ �ûÂÔ¬ �� â��¤ �»÷� �õ� .¢¤�¢ ���µ�� ÛÞä t �� ö�¤�ÜØõ-ÂÜþø� ÍÆ� �î ü�¤�¬ ¤¢ ¢¤�¢ ���µ�� ÛÞä t 12üúþÀ�Â�è ÂÔ¬ s Âð� �Áó .À÷Â�ð üõ ¤�Âì <(s) Í¡ éÂÏ ø¢ ¤¢ ö¤�Öµõ ¤�Î� �ûÂÔ¬ �î Àû¢ üõ ö�È÷ ��¥ üã��� �b ó¢�ãõ �.´¨� üúþÀ�Â�è ÂÔ¬ ��÷ 1� s ,Àª��Riemann Hypothesis30Carl L: Siegel31Riemann� Siegel fun
tion32



13��÷ 1� s ß��»Þû ø ,´¨� ��¥ �bÈþ¤ ��÷ s ,Àª�� ��¥ �bÈþ¤ s Âð� Å� �(s) = �(s) �î Ý���� üõ üµ��Â� ��¥ üã��� ñ�õÂê ¥� �.¢�� Àû��¡ �Èþ¤.¢Âî Âî£ ÝµÆ�� öÂì ö�÷�À�®�þ¤ ý�Â� Û��Æõ ßþÂµÞúõ ¥� üØþ ö���ä �� �¤ ö�Þþ¤ ­Âê ¢¤ �þ ��±�� �ÜÿÆõ 1900 ¤¢ �Â±Ü�û¤�Øª� ö�Þþ¤ ý��¥ â��� ý�ûÂÔ¬ âþ¥�� ��� ¤¢ �¤ ý¤��Æ� °ó�Îõ ø ¢Âî °Ü� ¢�¡ �� �¤ ö�À�ÞÈ÷�¢ ¥� ý¤��Æ� ÂÑ÷ ­Âê ßþ��¤ �(s) �î ´¨� ¥��÷ ¢¤�õ ÛÞä jsj ¢øÀ� ö�¤�ÜØõ-ÂÜþø� ýÀ�±ãÞ� �� :À�µÆû ß��»�þ� ö�Þþ¤ ­Âê ¢¤�õ ¤¢ üÜ±ì ¸þ�µ÷ .¢�Þ÷ø À÷¤�¢ ¤�Âì ü÷�Â½� Í¡ ¤¢ �ú÷� üÚÞû �î ¢�¢ ö�È÷ ø ´ê�þ ü÷�Â½� ¤��÷ ¤¢ �¤ ÂÔ¬ 15 ß�óø� 33 ��Âð 1903 ¤¢ .Ý��î ü��þ¥ ¤�35 ý¢¤�û 1915 ¤¢ .¢Âî ü¨¤Â� �¤ ­Âê T = 200 á�Ô�¤� �� 34 À÷�ÜØ� 1912 ¤¢ .Àª ´��� T = 50 �� ö�Þþ¤ ­Âê �Áóüê�î ¤Àì �� T Âð� �î À÷¢�¢ ö�È÷ ¢ø�Üµ�ó ø ý¢¤�û 1921 ¤¢ .¢¤�¢ ¤�Âì � = 12 ü÷�Â½� Í¡ Â� ÂÔ¬ ´þ�ú÷ ü� �î ¢Âî ´���1925 ¤¢ .´¨� AT ýø�Æõ Ýî ´¨¢ ,A ö�� üµ��� ý�¥�� , 12 + iT ø 12 ß�� Í¡ù¤�� Â� âì�ø ý�ûÂÔ¬ ¢�Àã� Àª�� ï¤��ý�¥�� ,¢Àä ßþ� �Ø�þ� ö¢�¢ ö�È÷ �� �¤ °ÜÎõ ßþ� ïÂ±Ü¨ 1942 ¤¢ .¢�Þ÷ ü¨¤Â� T = 300 á�Ô�¤� �� �¤ ­Âê 36 ö�Æ����ûö� ¤¢ �î 0 < � < 1 ü÷�Â½� ¤��÷ ¤¢ ¢Àä ßþ� �î Àª ��Üãõ ß��»Þû .¢Âî ��¬� ,´¨� AT logT ýø�Æõ Ûì�À� ýA > 0.À÷¤�¢ ¤�Âì ü÷�Â½� Í¡ Â� �ûÂÔ¬ ¥� üµ±·õ ÂÆî �î ¢�¢ ö�È÷ ïÂ±Ü¨ �Áó .´¨� °÷�¹õ T log T2� �� ,T !1 üµìø ,0 < t < TÂµÆ»�õ I á�÷ üØ�÷øÂµØó� Â���³õ�î Í¨�� 24937 < t < 25736 Âþ¢�Öõ ý�Â� �¤ �(12 + it) Âþ¢�Öõ 37 Ù�þ¤�� .� 1950 ¤¢:´ê�þ Âþ¥ �¤�Ê� T á�Ô�¤� �� ý�û �Èþ¤ ß��ã� ý�Â� �¤ ýÂ� ù¢�¨ ©ø¤ ø ¢�Þ÷ ö�½µõ�S(t) = N(t)� #(t)� � 1 Å³¨j Z t2t1 S(t)dtj � 2:30+ 0:128log( t22� ).À÷¤�¢ ¤�Âì ü÷�Â½� Í¡ Â� üÚÞû �î ¢�¢ ö�È÷ ø ¢¤ø� ´¨À� 0 < t < 6000001 ý�Â� �¤ Z(t) ÂÔ¬ 12193874 Ù�þ¤��ü�ãþ .´¨� 710 Ýî ´¨¢ ÂÆî ßþ� �î ¢�¢ ö�È÷ 38 ö�Æ�þ�ó 1974 ¤¢ .¢¤ø� ´¨À� �¤ �ûÂÔ¬ À¬¤¢ 27 ©ø¤ ßþ� �� Ù�þ¤��ü÷�Â½� Í¡ Â� ´Æþ�� üõ �ûÂÔ¬ 13 Ûì�À� �î ¢�¢ ö�È÷ ö�Æ�þ�ó ß��»Þû .À�î üõ ëÀ¬ A � 720� ¤¢ ïÂ±Ü¨ ��Ìì ´���J: Gram33R: Ba
klund34G: Hardy35J:Hut
hinson36Toring37Levinson38



14Í¨�� �ûÂÔ¬ ¤�ÀÖõ ø ¢�Àã� ¥� ö�ÂÚþ¢ Í¨�� ýÂÚþ¢ ��±¨�½õ .¢�¢ Ǒ�Ö�¤� À¬¤¢ 40 �� �¤ ¢Àä ßþ� ,ýÀã� ¸þ�µ÷ .À÷Â�ð ¤�Âì�� ��÷ ù¥øÂõ� ø ¢Âî ¤�Øª� �¤ ý�ûÂÔ¬ ¥� ý¢�þ¥ ¤��Æ� ¢�Àã� ö�ÂÚþ¢ ø ÀÜÔ���ª ,�û�þ ,Â¨ø¤ ,øÂð ñ��û ,ÂÞó ,À÷�ÜØ� ,��ÂðÂ���³õ�î Í¨�� ÂÔ¬ 200ø000ø001 ß�óø� ý�Â� ö�Þþ¤ ­Âê .´ê�þ �¤ â��� ¥� ý¢�þ¥ ý�ûÂÔ¬ ö��� üõ üµ��Â� �ûÂ���³õ�îÂ���� 39 üØÆ�÷¢ø .Àõ� ´¨À� 0 < t < 81702130:19 �b ���÷ ¤¢ � + it ÍÜµ¿õ �b½Ô¬ ¥� ý� ����÷ �î ℄21[ ùÀª ü¨¤Â��±¨�½õ ßþ� .¢¤ø� ´¨À� ü÷�Â½� Í¡ Â� �¤ üúþÀ� Â�è ÂÔ¬ 25� 109 ß�óø� 40 ÀþÂð��¥ ��÷ �� IBM Â���³õ�î ×þ ¥� ù¢�Ôµ¨�1/5 ß�óø� �î ¢�¢ ö�È÷ 41 ö�ó¢ öø 1986 ¤¢ .´¨� ´¨¤¢ t < 70925843233:448 ý�Â� ö�Þþ¤ ­Âê �î ¢�¢ ö�È÷ö��Ü�õ 175 ø ö�Þþ¤ ÂÔ¬ ß�õ�1020 ¢�Àã� 42 �î��ó� 1992 ¤¢ .À÷�ª üõ âì�ø ü÷�Â½� Í¡ ýø¤ Â� üúþÀ� Â�è ÂÔ¬ ¢¤��Ü�õ:À÷� ß��� j�(12 + it)j ý�Â� �ûÂÔ¬ ß�óø� .´ê�þ �¤ ©� üÚþ�ÆÞût1 = 14:134725t2 = 21:022040t3 = 25:010858t4 = 30:424876t5 = 329350766t6 = 375861780�Ø�þ� ùÂ¡��� .Àª�� �µª�¢ ¢��ø ö�Þþ¤ ­Âê ý�Â� üÌÖ÷ ý�úó�·õ ´¨� ßØÞõ �î ¢¤�¢ ¢��ø ÂØÔ� ßþ� ,�úª�� ßþ� Â� ùø�äüÚµÆ±Þû ¢��ø ,�ûÂÔ¬ ß�� ï¤�� ¤��Æ� ø ×��î ¤��Æ� ý�úê�Øª ¢��ø ,�ûÂÔ¬ üÚþ�ÆÞû ý�Ìê Â�Ñ÷ ��÷ ýÂÚþ¢ ����¨�Áó ø ù¢�� üµ�õÂû ÂÚÜÞä ×þ ùbÄþø Âþ¢�Öõ ´¨� ßØÞõ �ûÂÔ¬ �î ´¨� üì�� ��÷ §À� ßþ� .¢¤�¢ ¢��ø ùÂ�è ø �ûÂÔ¬ ß��.À÷� üÖ�Ö��µ±ó� ,℄24 ø19[ ¢�¢ «�Êµ¡� ö�Þþ¤ ­Âê ��±�� ý�Â� ý¤�¢ ö��Ü�õ 1 ùb�þ�� 43 üÜî ���®�þ¤ �b Æ¨�õ 2000 ñ�¨ ¤¢.´Æ�÷ ù�þ�� ý�¤�¢ ´ê�þ üúþÀ�Â�è ÂÔ¬ ×þ ö��µ� Â���³õ�î �� �Ø�þ�S: Wedeniwski39ZetaGrid40V an de Lune et al41A: Odlyzko42ClayMathemati
sInstitute43



15 ��¥ â��� Ý�Þã� 2.3.0Ýþ¤�¢ .À�õ�÷ 44 Åµþø¤�û ý��¥ â��� �Â÷� �î ¢�ª üõ ���¤� �(s; a) �¤�Ê� ��¥ â��� ¥� Ý�Þã� ×þ�(s;0) � �(s)
(GRH)ö�Þþ¤ ­Âê Ý�Þã� 3.3.0Â� �ÜØþÂþ¢ â�����L ��Þ� ¥� üúþÀ��÷ ý�ûÂÔ¬ ùø�ã� ù¢�� ´¨¤¢ ö�Þþ¤ ­Âê �î À�î üõ ö��� 45 ö�Þþ¤ ­Âê ¥� üÞ�Þã�üúþÀ� Í¡ Â� 1 ��¤¢ â�����L ��Þ� ¥� üúþÀ��÷ �ûÂÔ¬ �î À�î üõ �ä¢� GRH ñ¢�ãõ ¤�Î� .À÷Â�ð üõ ¤�Âì � = 12 üúþÀ� Í¡.´¨� â�����L üúþÀ��÷ ý�ûÂÔ¬ üÖê� Ç¿� ù¤��¤¢ ßØÞõ ­Âê ßþÂ� ý�ì ö�Þþ¤ ­Âê .À÷Â�ð üõ ¤�Âì(GRH �þ MGRH)Â�Â� ö�Þþ¤ ­Âê �þ ùÀª ��¬� üõ�Þä ­Âê 4.3.0�þ "â���� ��¥' ö���ä ´½� �û Ý�Þã� ßþ� .¢¤�¢ ¢��ø ��¥ â��� ø �ú÷� ß�� ýÀ�÷�Þû �î ùÀõ� ´¨À� ö�Þþ¤ ��¥ â��� ¥� ü��û Ý�Þã�ý�ûÂÔ¬ �î À�î üõ �ä¢� ,´¨� ö�Þþ¤ ­Âê Ý�Þã� ¥� Â� üÜî ö��� �î 46 ­Âê ßþ� Â��� � .À÷�ª üõ �µ¡��ª "â����-L'ø üÖ�Ö�¤�½õ Â� âì�ø ý�ûÂÔ¬ ß�� ü¨�¨� ü�ø�Ô� �î �¹÷� ¥� .À�ãì�ø üúþÀ� Í¡ ýø¤ Â� ´¿þ¤¢�¡ â�����L �Þû üúþÀ�Â�èüÖ�Ö� ¤�½õ ý�Â� �¹� �ûÂÔ¬ ßµª�¢ ý�Â� �¤ "ùÀª ��¬�' ´Ô¬ �Áó ,¢¤�¢ ¢��ø ´±·õ üõ�û�õ ´ÞÆì �� üúþÀ��÷ ý�ûÂÔ¬¤�½õ ýø¤ Â� �þ üúþÀ� Í¡ ýø¤ Â� �ÜØþÂþ¢ â�����L üúþÀ�Â�è ý�ûÂÔ¬ �Þû �î À�î üõ �ä¢�MGRH �Áó .À��î üõ �ê�®��¤�Ê� �î �ÜØþÂþ¢ â�����L .À÷�ª üõ âì�ø üÖ�Ö� ¤�½õ Â� �þ .À�ãì�ø üÖ�Ö�L(s; �) = 1Xn=1 �(n)nsø ¢�ª üõ ÛþÀ±� �(s) ö�Þþ¤ ý��¥ â��� �� «�¡ üÜ�¡ ´ó�� ¤¢ ,´¨� �ÜØþÂþ¢ �Ê¿Èõ �(n) ö� ¤¢ �î ,À÷�ª üõ ÓþÂã�.Àþ� üõ ¤�ÞÈ� ö� ¥� Â� üÜî Ý�Þã� MGRH �ÁóHurwitz zeta fun
tion44Generalized Riemann Hypothesis45The Grand Riemann Hypothesis46



16 (ERH)�µê�þ �ã¨�� üõ�Þä ­Âê 5.3.0Í¡ ýø¤ Â� ¢�Àä� ýÂ±� ö�À�õ Âû ¥� À��î¢¢ ý��¥ â��� üúþÀ�Â�è ý�ûÂÔ¬ �î À�î üõ �ä¢� 47ùÀª ��¬� ö�Þþ¤ ­Âêý�Â � À � � î¢¢ ý� �¥ â �� � ö�Þû ö�Þ þ¤ ý� �¥ â �� � �Â þ¥ Àû¢ üõ �¹� µ ÷ �¤ RH ,ERH �Ø � þ� � µØ ÷ .À ÷�ª üõ âì�ø üú þÀ �.´¨�þ�ðÏ�Ö÷ö�Þþ¤ ­Âê �±ª 6.3.0.´Æ�÷ ýÂÔ¬ º�û ý�¤�¢ �0 < 1 �î � > �0 �½Ô¬ Ý�÷ ¤¢ L(s) �î ´¨� ü�ãõ ßþÀ� L(s) ý�Â� 48ö�Þþ¤ ­Âê �±ªö�Þþ¤ ­Âê ¤¢ ñ¢�ãõ ý�û �Âê 4.0ùÀõ� ´¨À� üó¢�ãõ ý�û ù¤��ð �þ �û �Âê ,¢�ÊÖõ ßþ� �� Û�÷ ù�¤ ¤¢ ßØ�ó ,´¨� ùÀÈ÷ ¢¤ �þ ��±�� ö�Þþ¤ ­Âê ö��î�� À��Âû.¢Âî Ý�û��¡ Âî£ Ûþ£ ¤¢ �¤�û �Âê ßþ� .´¨� ö�Þþ¤ ­Âê ¢¤ �þ ��±�� ñ¢�ãõ �ú÷� ¢¤ �þ ��±�� �î�ÜØþÂþ¢ ý��� â��� 1.4.0�¤�Ê� �ÜØþÂþ¢ ý��� â����(s) = 1Xk=1 (�1)k�1ks = (1� 21�s)�(s)Í¡ ýø¤ 0 < <(s) < 1 ü÷�Â½� ¤��÷ ¤¢ �ÜØþÂþ¢ ý��� â��� ý�ûÂÔ¬ �bÞû �î ´¨� ö� �� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê .¢�ª üõ ÓþÂã�.À÷Â�Ú� ¤�Âì <(s) = 12 ü÷�Â½�ñø� ¢�Àä� ¢�Àã� �� ý¥¤� Ýû 2.4.0Ýþ¤�¢ ý
´��� ×þ ý�Â� �î À�î üõ ö��� ý¥¤� Ýû ßþ�jLi(x)� �(x)j � 
 lnxpx.℄47[ ´¨� ñø� ¢�Àä� ©¤�Þª â��� �(x) ø ´¨� üÞµþ¤�Úó ñ�ÂÚµ÷� Li(x) �îThe Extended Riemann Hypothesis47Quasi Riemann Hypothesis48



17 L2 ýø¤ ý¥¤� Ýû 3.4.0�î À�î üõ ö��� ýÂÚþ¢ ý¥¤� ÝûspanL2(0;1)f��;0 < � < 1g = L2(0;1).℄17[ ´¨� x ýÂÆî ´ÞÆì fra
(x) �î ��(t) � fra
(fra
�t) � �fra
(1t) �î¢ø�Üµ�ó-ý¢¤�û ýÂ¨ 4.4.0:´¨� Âþ¥ °þÂÖ� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê �î À÷¢�¢ ö�È÷ ℄9[ 49¢ø�Üµ�ó ø ý¢¤�û1Xk=1 (�x)kk!�(2k + 1) � x�1=4 . x!1 ö� ¤¢ �î�þ¤ ýÂ¨ 5.4.0.´¨� Âþ¥ ù¤��ð ��±�� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê ��±�� �î ¢Âî ´��� ℄2[ �þ¤1Xk=1 (�1)k+1xk(k � 1)!�(2k) � x1=2+�
ý¤�ê ýÂ¨ 6.4.0� î v = 1;2; : : :�(N) � � ,À ª� � N � ± �Â õ ¥� ý¤� ê � ó� ± ÷¢ Â ¬� � ä rv À � � î ­Â ê :50ý¤� ê � ó� ± ÷¢ ý¥¤� Ý ûÂð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ¤�ÂìÂ� ö�Þþ¤ ­Âê .Æv = rv � v=�(N) À��î ­Âê .�(N) =PNn=1 �(n)�(N)Xv=1 Æ2v � N�1+�: Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ¤�ÂìÂ� ö�Þþ¤ ­Âê ß��»Þû�(N)Xv=1 jÆvj � N1=2+�: Hardy � Littlewood49Farey50



18
üó ×½õ 7.4.0�î n = 1;2; : : : Âû ý�Â� �n � 0 Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ¤�ÂìÂ� ö�Þþ¤ ­Âê :¢Âî ´��� �¤ Âþ¥ §À� 51üó ü� ö��¡�n =X� (1� (1� 1=�)n) ´¨� ß��� �n ¥� ýÂÚþ¢ ÓþÂã� ø�n = 1(n� 1)! dndsn (sn�1 log �(s))js=1 ø�(s) = 12s(s� 1)�(s=2)�(s)

��ó�� üó�ÂÚµ÷� ×½õ 8.4.0üõ ö��� �¤ ùÀõ� ´¨À� ,À�ª�� �µª�¢ üÖ�Ö� ý�ûÂÔ¬ ÍÖê �î ý� �þ¤�ê ��þÀ±� ¥� �î �¤ üó�ÂÚµ÷� ¤��ãõ ý¢�Àã� ℄10[ ��ó��Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ¼�½¬ ö�Þþ¤ ­Âê :´¨� ß��� ¢ø¤ üõ ¤�Ø� ö�Þþ¤ â����� ý�Â� �î �ú÷� ¥� üØþ .À�îZ 1�1 Z 1�1�(�)�(�)ei(�+�)xe(���)y(�� �)2 d� d� � 0 ö� ¤¢ �î�(u) = 2 1Xn=1(2n4�2e 92u � 3n2�e 52u)e�n2�e2u .üÖ�Ö� ý�û y ø x �bÞû ý�Â� øXian� Jin Li51



19 ßõ��÷ ×½õ 9.4.0:À�î üõ ÓþÂã� ß��� 52 ßþøÂ�¢ ��÷ �� Çþ�û¤�î ¥� üØþ ¤¢ ℄11[ ßõ��÷ üó¤����(z) = Z 1�1�(t)e��t2eiz dt �î�(t) = 2 1Xn=1(2n4�2e 92 t � 3n2�e 52 t)e�n2�e2t :ý�¤�¢ �ú�� ��(z) �î ´¨� ¢���õ ö��� (�1=8 � � <1�î) � ´��� �î À�î üõ ´��� ýø . �0(z) = �(z) �î À��î ����ÂÔ¬ Â��Â� �¤ ö� ßõ��÷ �î) � ´��� .� � 0 �î ´Æ÷� �� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê . � � � Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� üÖ�Ö� ý�ûÂÔ¬.�2:7� 10�9 < � �î ù¢Âî ´��� �fÂ�¡� 54 �î��ó� .℄26[ ¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ 53 ßõ��÷-ßþøøÂ�¢ ´��� ö��î� ,(¢¥ §À�ÂõøÂð ýø�Æõ�÷ 10.4.0:À��î ­Âê��0� (t) = s1 + s2t+ s3t2 + : : : :ö¢�� ´¨¤¢ ý�Â� üê�î ø �¥� ¯Âª �î ¢Âî ´��� ℄12[ 55 ÂõøÂð .Àª�� si+j Â��Â� ö� i; j �þ�¤¢ �î Àª�� üÆþÂ��õMn ø:Ý�ª�� �µª�¢ n � 1 ý�Â� �î ´Æ÷� ö�Þþ¤ ­ÂêdetMn > 0
ÂÔû¢¤ ÅþÂ��õ 11.4.0Âþ�¨ ¤¢ ø ,�¤ j À�î ¢�ä i �þ j = 1 Âð� A(i; j) = 1 �î ´¨� 1 ø 0 ý�û�þ�¤¢ �� n� nüÆþÂ��õ A(n) 56ÂÔû¢¤ ÅþÂ��õý�¤�¢ A(i; j) ùø�ã� .´¨� ×þ Â��Â� ùÄþø ¤�ÀÖõ n � [n log2℄� 1 ý�¤�¢ A(i; j) �î ¢Âî ´��� ÂÔû¢¤ .A(i; j) = 0 ¢¤��õdeBruijn52deBruijn�Newman53A: Odlyzko54J:Grommer55Redheffer56



20ö�Þþ¤ ­Âê .À�µÆû×��î ùÄþø Âþ¢�Öõ ��Ö� ø �pn ÂÚþ¢ üØþ ø pn Â��Â� �f±þÂÖ� (üÔ�Ï á�ãª �¹�µ÷ ¤¢ ø) ùÄþø ¤�ÀÖõ ×þ,� > 0 Âû ý�Â� Âð� ÍÖê ø Âð� ´¨� ´¨¤¢det(A) = O(n1=2+�)Â��Â � A(n)üÔ�Ï á�ãª �î À÷¢Âî ´��� �� ÷ ø À÷¢�¢ ���¤� ÂÔû¢¤ �b �Ìì ¥� ý� ù¢�¨ ��±�� 57 ö�µÚ��Ü � ø ü÷¢ø¤ ,¢�î¤�êÂþ¢�Öõ �î ¢�¢ ö�È÷ ø ¢�Þ÷ ß��ã� O(n�2=3) ý�Î¡ �ÜÞ� �� �¤ ùÄþø Âþ¢�Öõ �b �õ�¢ 58 ö�ðøø .´¨� n1=2 + 12 logn+ O(1)ùÄþø Âþ¢�Öõ �î ´¨� ÛÞµ½õ .À�µÆû� log log(2+ n) ö�Þþ¤ ­Âê ´ó�� ¤¢ ø � (logn)2=5 üÜî ´ó�� ¤¢ üúþÀ� Â�è ùÄþø.À÷Â�ð ¤�Âì �Øþ «Âì ¤¢ üúþÀ��÷�(s) ÕµÈõ §�¨�Â� ýø�Æõ�÷ 12.4.0Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ´¨¤¢ ö�Þþ¤ ­Âê<�0(s)�(s) > 0 .℄13[(Hinkkanen .í.¤) <s > 1=2 �î�¨ø¤�õ� ×½õ 13.4.0ý� �ÜÞ�À�� ß�õ� n ,�n(z) À��î ­Âê .´¨� ù¢Âî ´��� ´¨� ö�Þþ¤ ­Âê �� ñ¢�ãõ �î �¤ Âþ¥ °ó�� ùb¤��ð 59�¨ø¤�õ�:À��î ­Âê .FN (z) =Qn�N �n(z) ø ù¢�� 60 ×�õ���ÜØ�¨~h(FN ) = (2�)�1 Z ��� log+ jF (ei�)j d�:.Àª Àû��¿÷ ÂÔ¬ Rez � �+ � ý�Â� ö�Þþ¤ ý��¥ â��� �î ´¨� �ä¢� ßþ� �� ñ¢�ãõ ~h(Fn)� N�+� ù�Ú÷�For
ade; Rodney; Pollington57V aughan58Amoroso59
y
lotomi
60



21 ßÞ�÷-Ù��ó¤�� ×½õ 14.4.0Ý���Ú� �î ´Æ÷� �� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê �î À�î üõ ´��� ©� �õ�÷ ö�þ�� ¤¢ 62 Ù��ó¤�� ö�¢Âð�ª ¥� üØþ 61 ßÞ�÷ 1950 ¤¢â���� ý�Ìê ¥� ´Æ�¤�±ä N(0;1) .´¨� ñ�Ú� L2(0;1) ¤¢ N(0;1)f(t) = nXk=1 
k�(�k=t):À�ó¢�ãõ 1 < p <1 �î p ¢Àä �� ´±Æ÷ Âþ¥ ��¤�±ä �î¢Âî ´��� Ù��ó¤�� .Pnk=1 
k = 0 �Ø÷��»÷� ø �k 2 (0;1) �î.Àª��üÞ÷ ýÂÔ¬ ý�¤�¢ � > 1=p �b ���÷ ¤¢ �(s) (1).´¨� ñ�Ú� Lp(0;1) ¤¢ N(0;1) (2).¢¤�¢ ¤�Âì Lp(0;1) ¤¢ âì�ø N(0;1) ¤�µÆ� ¤¢ �(0;1) �bÊ¿Èõ â��� (3)ñø� ¢�Àä� ý¥¤� Ýû 15.4.0�Î��¤ ,℄7[ù¢¤ø� 1859 ñ�¨ ¤¢ ©� ý��½Ô¬ 8 �ó�Öõ ¤¢ ö�Þþ¤ ��÷ ø ù¢Âî Âî£ ©� ü�ÂÌÜ¬�� ñ�õÂê ¤¢ ÂÜþø� �Ø÷��»Þû��±�� ý�Â� ø ¤ ßþ� ¥� ø ù¢�� Í±�Âõ ýÂÚþ¢ �� üØþ ¥� üµ�¬�¡ �÷�ðÂû ßþ�Â���� .¢¤�¢ ¢��ø ��¥ â��� ø ñø� ¢�Àä� ß�� ü��¨ø¢ ý�.´êÂð ùÂú� ö���üõ ��÷ ñø� ¢�Àä� ¥� ö�Þþ¤ ­Âêâ���� ý�û�Ìê ¤¢ ý¥¤� Ýû 16.4.0.À÷Àª ´��� ö�Þþ¤ ­Âê �� ¥ ¤�Ýû üÜ�Ü½� â���� ¥� ý¢�Àã� ℄6[ 64 ýÂ�ø�� ý�þ�Ìì ö���ä �� 63 Â�þø ¥� ý� �ó�Öõ �b ��¤� ��.℄5[ ´¨� ù¢�¢ ���¤� �¤ â���� ö� ¥� Õ�Þä üÖ�Ö½� �fÂ�¡� ¢¤�¥���ÓóÀ��ó ­Âê 17.4.0.´¨� ö�Þþ¤ ­Âê ¥� ý��¹�µ÷ ßþ� âì�ø ¤¢ ." > 0 �bÞû ý�Â� �(12 + it)� t" �î À�î üõ �ä¢� 65 ÓóÀ��ó ­ÂêB: Nyman61B: Nyman62Wiener63TauberianTheorems64Lindelof Hypothesis65



22 Ûþø üãÎì ×½õ 18.4.0ø �ø¥ üã �� � h À � � î ­Âê .¢Â î ´ �� � �¤ ´¨�û ñø� ø � ûÂ Ô¬ ß� � ý��Î ��¤ � î ,Â þ¥ É¿Èõ ñ� õÂ ê 66 Ûþø ù¤À ÷�À��î ­Âê .À�î ëÀ¬ �û Æ > 0 ��Þ� ý�Â� h(t) = O((1+ jtj)�2�Æ) �Î��¤ ¤¢ ø j=tj � 1=2+ Æ ����÷ ¤¢ 67 ×�ê¤�õ�ó�ûg(u) = 12� Z 1�1 h(r)e�iur dr:.¢¤�¢ ¢��ø �ûÂÔ¬ ø �û ñø� ß�� Âþ¥ üÚ÷�ðø¢ Å³¨X
 h(
) = 2h( i2 )� g(0) log � + 12� Z 1�1 h(r)�0� (14 + 12 ir)dr � 2 1Xn=1 �(n)pn g(logn):üÖ�Ö� �û
 �Þû �î À�î üõ ö��� ö�Þþ¤ ­Âê �µ±ó� .
 2 C �î ¢�ª üõ �µª�÷ � = 1=2+ i
 �¤�Ê� ÂÔ¬ ñ�õÂê ßþ� ¤¢.¢�ª üõ �µ¡��ª 68 ýÂ�±Þ� ÓþÂÑ� ö���ä ´½� �î ¢�Þ÷ ö��� RH ý�Â� �¤ Âþ¥ ×½õ Ûþø üÚ÷�ðø¢ ßþ� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� .À�µÆû.℄48 ø28 ø18[ ´¨� ´¨¤¢ 69 ö�À�õ â���� ý�Â� ö�Þþ¤ ­Âê �î ¢�¢ ö�È÷ Ûþø ßþ� Â� ùø�èýÂ�±Þ� ÓþÂÑ� 19.4.0Âð� �ú��ø Âð� ´¨� ¤�ÂìÂ� ö�Þþ¤ ­Âê .¢�Þ÷ ö��� Ûþø ×½õ ¥� �¤ Âþ¥ �¿Æ÷ ýÂ�±Þ�X� ĝ(�)ĝ(1� �) > 0ö� ¤¢ ø ,´Æ�÷ ü÷�Þû 0 �� �î g(x) 2 C10 (0;1) ÍÜµ¿õ ¤�ÀÖõ Âû ý�Â�ĝ(s) = Z 10 g(x)xs�1 dx
ñø�¢�Àä� �b �Ìì ¤¢ �Î¡ �b ÜÞ� 20.4.0�� ´¨� Â��Â� x ¥� ÂµÞî ñø� ¢�Àä� ¥� �(x) ¢Àä ,� Âû ý�Â� :´¨� Âþ¥ ý�û ù¤��ð �� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­ÂêLi(x) +O(x1=2+�) Andre Weil66holomorphi
67Bombieri68Feild Fun
tions69



23 :¢�ª üõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�Ê� �î "üÞµþ¤�Úó ñ�ÂÚµ÷�' â��� ¥� ´Æ�¤�±ä Li �îLi(x) := Z x0 dtlog t.Li�1(n) �î À�µÆû ü��ú÷� ñø� ¢Àä ß�õ�n ý�ûÝì¤ Ý�÷ ß�óø� �î ¢�ª üõ �¹�µ÷ �¤�±ä ßþ� ¥� �î ´Ôð ö��� üõ¢�Àä�üÜ�Ü½��b þÂÑ÷ 21.4.0ö�ê â��� �Àµ�� .´¨� ñø� ¢�Àä� �b �Ìì ¤¢ �Î¡ �ÜÞ� ü¨¤Â� �� ¯��õ ö�Þþ¤ â��� ý�ûÂÔ¬ ü¨¤Â� Àª Âî£ �î �÷�Ú÷�Þû:Ý��î üõ üêÂãõ Âþ¥ �¤�Ê� �¤ 70 ´ó�Ú�õ�(n) = � log p n = pkÂð�0 �¤�Ê�þ�Â�è¤¢ ßþ�Â���� .´¨� ñø� ¢Àä p �î (X) := Xn�X �(n)= Li(X) +O(X�0+")�¤�Ê� ´¨� "üÞµþ¤�Úó ñ�ÂÚµ÷�' �î Li(X) �¹÷� ¥� .¢�È÷ ÂÔ¬ � > �0 ����÷ ¤¢ �(s) Âð� ÍÖê ø Âð�Li(X) = Z X2 dtlog tý�Â� .´¨� ö�Þþ¤ ­Âê �� ñ¢�ãõ �î ,´¨� O(X 12+") ñø� ¢�Àä� �b �Ìì ¤¢ ßØÞõ ý�Î¡ �ÜÞ� ßþÂµú� «�Ê¿� ,´¨�.´¨� ùÀÈ÷ ù¢�¢ ö�È÷ ö�Þþ¤ ­Âê ø ñø� ¢�Àä� Ç¿� ß�� ý� �Î��¤ ¥��û â�����Ln ý�û ��Üä ��ÆÖõ âÞ� 22.4.0À��î ­Âê�(n) =Xdjn d V on Mangoldt70



24 �� ´¨� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê �î ¢�¢ ö�È÷ 71 ß��ø ¤ .Àª�� n ý�û ��Üä ��ÆÖõ á�Þ¹õ�(n) < e
n log logn�î ¢�¢ ö�È÷ 72 ñ�ø öøÂð ßþ� ¥� Âµú� .´¨� ÂÜþø� ´��� 
 �î .n � 5041 ��Þ� ý�Â�lim supn!1 �(n)n log logn = e
�î ¢�¢ ö�È÷ n � 3 ý�Â� ,¯Âª öøÀ� 73 ß��ø ¤ ø�(n) < e
n log logn+ 0:6482 nlog logn�� ´¨� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê �î ¢�¢ ö�È÷ ß��ø ¤ ¤�î ýø¤ ¤��Æ� ´ì¢ �� 74 §�þ¤�ð��(n) < Hn + exp(Hn) log(Hn) Â��Â� ¥�ÆÞû ¢Àä Hn �î ,n � 2 ý�Â�Hn = nXj=1 1j ÓþÂã� Õ±Ï ø ù¢��
 = limn!1Hn � logn.(Hn:gif Âþ�Ê�) À��î üõ ýøÂ�� ù��ª ×þ ¥� ß��ø ¤ ø §�þ¤�ð� ��¢�ãõ�÷ ßþ�Â����â��� ý�ûÂÔ¬ ©¤�Þª 23.4.0"üúþÀ� ¤��÷' ¤¢ ��¥ â��� ý�ûÂÔ¬ .´¨��¥ â��� ý�ûÂÔ¬©¤�Þª ý�Â� ý¢¤�À÷�µ¨� ùb��ª ,ÝþÂ� üõ ¤�Ø� �î �¤ ý¤�Áð¢�Þ÷N(T ) = #f� = �+ i
 : 0 < 
 � Tg�¤�Ê� �¤ ùÀ÷¤�Þª â��� ñ�� .
 > 0 Ý��î üõ ­Âê �î À�µÆû � = �+ i
 �¤�Ê�G: Robin71Gronwall72Robin73J: Lagarias74



25üõ �¹�µ÷ ß��� üã��� �ó¢�ãõ �� .¢¤�Þª üõ T á�Ô�¤� �� üúþÀ� ¤��÷ ¤¢ �¤ â��� ý�ûÂÔ¬ N(T ) ü�¤�±ä �� .Ý��î üõ ÓþÂã�ÝþÂ�ðN(T ) = 12�T log� T2�e�+ 78 + S(T ) +O(1=T ) �îS(T ) = 1� arg � �12 + it�¢Âî ´��� 75 ´ó�Ú�õ ö�ê .12 + iT �� 2+ iT �� 2 ¥� Ý�ÖµÆõ Í¡ ñ�Ï ¤¢ �µ¨��� ��Â��ç�Î¨�� ùÀª ¢�¹þ� ö�õ�ð¤� ¥� ù¢�Ôµ¨� ��ö�ê °þÂÖ� �î À��î ���� .Àþ� üõ ´¨À� T á�Ô�¤� �� ýÀä�Æõ ¤�Î� �¤ â��� ý�ûÂÔ¬ ¢�Àã� °��Â� ßþÀ� S(T ) = O(log T ) �î�î ´Æþ�ùÀª �µ¡��ª �¹�µ÷ ßþÂµú� ßþ� .´¨� O(log T ) ü�Â® �±�Âõ ý�¤�¢ T ¥� ÂµÞî á�Ô�¤� �� ÂÔ¬ �î À�î üõ ö��� ´ó�Ú�õ.À�µÆû ù¢�¨ �ûÂÔ¬ �bÞû À÷ÀÖµãõ �û üÜ�¡ .´¨� ùÀõ� ´¨À� �ûÂÔ¬ ü�Â® �±�Âõ ¥�.Ýþ¤ø� üõ �¤ �ú÷� ¥� �÷�Þ÷ø¢ Ûþ£ ¤¢ �î À÷� ùÀª üêÂãõ ��÷ ýÂÚþ¢ â���� ,�ûÂÔ¬ üª¤�Þª â��� ßþ� �� �µÆ��øN0(T ) = #f� = 12 + i
 : 0 < 
 � Tg.T ��Þ� ý�Â� N(T ) = N0(T ) �î ´Æ÷� � � ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê ø ¢¤�Þª üõ T á�Ô�¤� � � üúþÀ� Í¡ ýø¤ �¤ �ûÂÔ¬ �îN0(T ) � 0:40219N(T ) ¥� ´Æ�¤�±ä ùÀõ� ´¨À� °þÂÖ� ßþÂµú� Â®�� ñ�� ¤¢ .N0(T )� N(T ) �î ¢Âî ´��� ïÂ±Ü¨¥� ´Æ�¤�±ä �ø¢ Çþ�Þ÷ .Àª ´��� 76 ýÂ�î Í¨�� �î ,ï¤�� üê�î ¤ÀÖ� ý�û N ý�Â�N(�; T ) = #f� = � + i
 : � > � and 0 < 
 � Tg�î ´¨�ä¢� ß þ� � � ñ¢� ã õ ö�Þ þ¤ ­Âê .¢¤�Þª üõ �Î¡ � � ´¨�¤ ¥� ø T á�Ô �¤� � � üú þÀ � ¤�� ÷ ¤¢ �¤ � ûÂ Ô¬ ¢�Àã � � î.T Âû ý�Â� N(12 ; T ) = 0üó�Ú�­Âê 24.4.0�î ´¨� üäÀõ üó�Ú�­ÂêN(�; T ) = O(T 2(1��)+") V on Mangoldt75Conrey76



26¤¢ ,¢�ª üõ �¹�µ÷ ÓóÀ��ó ­Âê ¥� �î ­Âê ßþ� .� > 12 �î ´¨� üúþÀ�Â�è üµìø �ú�� ßþ� �î À��î ���� ." > 0 Âû ý�¥��ö�Þþ¤ ­Âê �¤Àì �� ­Âê ßþ� .À�î üõ ü¨¤Â� �¤ üó��µõ ñø� ¢�Àä� ß�� é�Øª ö���õ �î ´¨� ´�Þû� ���� ´ú� ö� ¥� âì�ø.´¨� ùÀõ� ´¨À� ��¥ â��� Í¨�µõ ¤�ÀÖõ ¥� �fõ�Þä N(�; T ) ¥� ü¹þ�µ÷ .Àª�� üõÀ¬¤¢ 100 ­Âê 25.4.0N0(T ) ø ù¢�� L(s) ý�Â� ÂÔ¬ ùÀ÷¤�Þª â��� N(T ) �î N0(T ) � N(T ) �î À�î üõ ö��� L(s) â��� ý�Â� À¬¤¢ 100­Âê.À�ãì�ø üúþÀ� Í¡ Â� (üó�Ú� ÂÑ÷ ¥�) üúþÀ� Â�è ý�ûÂÔ¬ À¬¤¢ 100 ÂÚþ¢ �¤�±ã� .¢¤�Þª üõ üÖ�Ö� Í¡ Â� �¤ �ûÂÔ¬ �ú��¥��û �Âþ¥ ´Æ�÷ ¢¤�À÷�µ¨� ý¢Àä À¬¤¢ 100 ­Âê ßþ� .N(T )�N0(T ) = o(T logT ) �î ¢¤�¢ ¢��ø ù¤�� ßþ� ¤¢ ý�ù¤��ð.´¨� ùÀþ¢ÂÚ÷ ¤�Øª� üúþÀ� Í¡ Â� �ûÂÔ¬ üãì�ø ¢Àã��ÜØþÂþ¢ ý��ÜÞ�À�� ý�ûÂÔ¬ 26.4.0ö�Þþ¤ ­Âê ù�Ú÷� ,¢�È÷ ÂÔ¬ � > 1¤¢ �(s) ü��� á�Þ¹õ ß�õ�N ,ï¤�� üê�î ¤ÀÖ� ý�ûN ý�Â� Âð� �î ¢�¢ ö�È÷ 77ö¤��ü��� á�Þ¹õ ß�õ� N Âð� �î ´¨� ö��� N0(�) ×þ � > 0 Âû ý�Â� �î ¢Âî ´þ�Ö� ß��� �¤ ×½õ ßþ� ýø .´¨� ¤�ÂìÂ�NXn=1 1nsýÂõ�ð ´÷�õ .´¨� ¤�ÂìÂ� ö�Þþ¤ ­Âê ù�Ú÷� ,¢�È÷ ýÂÔ¬ ý�¤�¢ N > N0(�) �b Þû ý�Â� � > 1 +N�1=2+� ����÷ ¤¢�½Ô¬ Ý�÷ ¤¢ �(s) ü��� á�Þ¹õ ß�õ�N ,
 < 4=� � 1 ´±·õ ¢Àä Âû ý�Â� �Âþ¥ ,¢¤�À÷ ü��¤�î ù��ª ßþ� �î ¢Âî ´��� 78.´¨� ÂÔ¬ ý�¤�¢ ù¤��Þû � > 1+ 
(log logN)= logN�û ýÂ¨ 5.0�ÜØþÂþ¢ ýÂ¨ 1.5.0:¢�ª üõ ÓþÂã� ß��� 79 �ÜØþÂþ¢ ýÂ¨ <(s) > 1 ý�Â�F (s) = 1Xn=1 anns Turan77H: Montgomery78Diri
hlet series79



27
üÜ�Ü½� �õ�¢� 2.5.0�±�Âõ ¥� ��� üã��� (s� 1)mF (s) ,m´±·õ ¼�½¬ ¢Àä Âû ý�Â� �î À��þ üõ â�¨�� ö��� 80 ×�ê¤�õøÂõ â��� ×þ �� F (s).´¨� üû��µõüã��� �ó¢�ãõ 3.5.0�b ó¢�ãõ <(rj) � 0 ø �j > 0 ø Q > 0×þ ¢¤�¢ ¢��ø�(s) := Qs dYj=1�(�j + rj)F (s)�(z) = �(z) ø j"j = 1 ö� ¤¢ �î À�î üõ ëÀ¬ �(s) = "�(1� s) ¤¢ÂÜþø� �ÂÌÜ¬�� 4.5.0

F (s) =Yp Fp(s) �¹�þ� .´¨�þ�ð ý�û ñø� ýø¤ �ÂÌÜ¬�� �îFp(s) = exp 1Xk=1 bpkpks!×þ �ú�� ïÂ±Ü¨ §�î ¤¢ F (s) = 1 ßþ�Â���� a1 = 1 �î Àû¢ üõ �¹�µ÷ ßþ� �î À��î ���� .� < 12 ü¡Â� ý�Â� bn � n� ��.´¨� ´��� â���ö���÷�õ�¤ ­Âê 5.5.0." > 0 Âû ý�¥�� an � n" Ýþ¤�¢ 81 ö���÷�õ�¤ ­Âê Â����meromorphi
80Ramanujan Hypothesis81



28 ß�Ú÷��õ 6.5.0:À÷Âþ¥ ÛØª ý�¤�¢ ñ¢�ãõ ��Þ� ßþ�Xn�x f(n) = F (x) +O(x�+�); x! +1.´¨� üÖ�Ö� ¢Àä ×þ � øPn�x f(n) �� 82 ÓÎã�õ °þÂÖ� ×þ F (x) ,ü��Æ� üã��� f �îÝó�¨ ×½õ 7.5.0�Ø���� fk�(�x); � > 0g ¥� L1(0;1)¤¢ ö¢�� Ûõ�î �� ñ¢�ãõ � Í¡ ýø¤ �(s) â��� öÀÈ÷ ÂÔ¬ �î ¢Âî ´��� 83Ýó�¨k�(x) = x��1ex + 1 :
Ç¿�Çõ�¤� �ÜÿÆõ ×þ 8.5.0�î ´¨�ä¢� ßþ� �� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê �î ù¢Âî ´��� �Â�¡� 84 �¤�ø¢-���infAN (s) Z 1�1 j1�AN (1=2+ it)�(1=2+ itj2) dt14 + t2:Àª�� N ñ�Ï Âû ¥� �ÜØþÂþ¢ ý� �ÜÞ� À�� Âû À÷��� üõ AN (s) ö� ¤¢ �î N !1 �î üµìø ´¨� ÂÔ¬ �� Ûþ�õAN (s) = NXn=1 anns :ý�ä¢� Ù��ó¤��-ßÞ�÷ ×½õ ¥� �ó�±÷¢ ×þ ö���ä �� �î À÷¢�� �µª�÷ 87 §�þ�¨ 86Åîø¤À÷� ,85 ¢¤�¥��� ,��¤ø¢-��� �±ì ..Àû¢ üõ �¹�µ÷ �¤ RH ë�êsmooth approximation82R: Salem83Baez �Duarte84Balazard85Landreaux86Saias87



29 Â¨ü³¨� ×½õ 9.5.0ü÷�Â½� ¤�� ÷ ²� ����÷ Ý� ÷ ¤¢ � 0(s) ÕµÈõ öÀÈ÷ÂÔ¬ �� ´¨� ñ¢�ãõ ö�Þþ¤ ­Âê �î ¢�� ù¢Âî ´��� ℄16[ 88Â¨ü³¨�ßþ� ¥� ö�Æ�þ�ó ÓÈî �� �î À÷¢�¢ ���¤� �¤ �¹�µ÷ ßþ� ¥� ü�ø��� ø üa Þî �¿Æ÷ ×þ 89 ýÂõ�ð ´÷�õ ø ö�Æ�þø�ó 0 < � < 1=2Í¡ ýø¤ Â� ��¥ ý�ûÂÔ¬ 13 Ûì�À� �î ¢Âî ´��� Å³¨ ø� .¢Âî üõ ü��Þ�û�¤ ü÷�Â½� Í¡ ýø¤ �ûÂÔ¬ ©¤�Þª ý�Â� ©ø¤.À÷¤�¢ ¤�Âì ü÷�Â½�é�Ø»óøø 10.5.0�b ó¢�ãõ �� ´¨� ñ¢�ãõ RH �î ´¨� ù¢Âî ´��� �Â�¡� 90 é�Ø»óøøZ 10 Z 11=2 1� 12y2)1+ 4y2)3 log(j�(x + iy)j) dx dy = �3� 
32
ÂµÈ�� Õ�ì¢ ý�û ß�Þ¿� 11.5.0℄15[ ´¨� Âþ¥ ö��� �� ñ¢�ãõ RH�(x) � li(x) = O(px logx):¢�Þ÷ ö��� Âþ¥ ÛØÈ� �¤ ö� ¥� ý¢Àä ù¢�¨ �¿Æ÷ ×þ 1976 ¤¢ 91 ÀÜÔ���ªj�(x) � li(x)j � px logx8� ; x � 2657 A: Speiser88Levinson and Montgomery89V: V: V ol
hkov90L:S
hoenfeld91



30 ´ó�Ú�õ ö�ê â��� 12.5.0.���� Âþ�¨ ¤¢ ÂÔ¬ ø log p Â��Â� Àª�� p ñø� ¢Àä ×þ¥� ü÷��� n Âð� �î ¢�ª üõ ÓþÂã� ß��� �(n) 92´ó�Ú�õ ö�ê â���Ý��î üõ ÓþÂã� ß��� ñ�� (x) :=Xn�x�(n) :´¨� ñ¢�ãõ Âþ¥ ��¤�±ä ¥� ��Àî Âû �� RH (x) = x+O(x1=2+�) ;� > 0 Âû ý�Â� (x) = x+O(x1=2 log2 x) øj (x) � xj � x1=2 log2 x8� ; x > 73:2
§����õ â��� 13.5.0:¢�ª üõ ÓþÂã� ß��� 93 §����õ â����(n) = � (�1)r Àª�� ��¹õ ñø� ¢Àä r �ÂÌÜ¬�� nÂð�0 ¢¤�ÞÈ� �¤ ñø� ¢Àä ×þ â�Âõ n Âð� :À��î ÓþÂã�M(x) :=Xn�x�(n) :´¨� Âþ¥ ��¤�±ä ¥� ��Àî Âû �� ñ¢�ãõ RHM(x)� x1=2+� von Mangoldt92Mobius fun
tion93



31 ;´±·õ � Âû ý�Â�M(x)� x1=2 exp(A log x= log logx).À�µÆû ¢ø�Üµ�ó ¥� �¹�µ÷ ø¢ Âû ;´±·õ A×þ ý�Â�ö¤�Öµõ ùøÂð ¤¢ ÂÊ�ä ×þ Â·î�À� �±�Âõ 14.5.0Li ø k ¼�½¬ ¢Àä ý��¹õ ñø� ý�û ��Üä ��ÆÖõ ¢�Àã� !(k) ø Àª�� Ǒüª n´ÈÚþ�� ×þ �±�Âõ ���È�� g(n) À��î ­Âê:´¨� ï¤�� üê�î ¤ÀÖ� ý�ûn ý�Â� Âþ¥ ��¤�±ä ¥� ��Àî Âû �� ñ¢�ãõ RH .Àª�� ñ�ÂÚµ÷� Ýµþ¤�Úólog g(n) <qLi�1(n)
!(g(n)) < Li(qLi�1(n)).´¨� 96 ß��ø ¤ ø 95 §��Ø�÷ ,94 §��¨�õ ¥� ¸þ�µ÷ ßþ�ï¤�� Âþ¢�Öõ 15.5.0.´¨� Âþ¥ ÛØª �� ýø�Æõ�÷ À�� �� ñ¢�ãõ RHf(n) < F (n) .´¨� ÝÑ�õ ø üÜ�Ü½� F ø ÝÑ�õ ø ü��Æ� üã��� f �îÂÜþø� â��� 16.5.0Àª�� ñø� ¢Àä k �ÂÌÜ¬�� Nk À��î­Âê .À�óø� n �� ´±Æ÷ �î n ¥� ÂµÞî ¼�½¬ ¢�Àä� ¢�Àã� ¥� ´Æ�¤�±ä �(n) ÂÜþø� â���:´¨� Âþ¥ ��¤�±ä ¥� ��Àî Âû �� ñ¢�ãõ RH .Àª�� ÂÜþø� ´��� 
 øNk�(Nk) > e
 log logNk Massias94Ni
olas95Robin96



32 ,k Âû ý�Â�Nk�(Nk) > e
 log logNk.´¨� 97 §��Ø�÷ ¥� ¸þ�µ÷ ßþ� .üû��µõ ¢�Àã� �¹� ýk Âû ý�Â�ö�Þþ¤ ­Âê �� Õê�õ�÷ �ÜÞ� 6.0ßµê�þ �Ø�þ� �� ���� �� ��÷ ø ´Æ�÷ É¿Èõ üÜî ¤�Î� ÂÔ¬ ßµª�¢ ��÷ ü÷�Â½� ����÷ ¤¢ ø ùÀÈ÷ ´��� ö�Þþ¤ ­Âê �î �¹÷� ¥�ß��� .¢¤�¢ ¢��ø ��÷ ­Âê ßþ� öÀª ¢¤ ö�Øõ� �Áó ,Àª�� üÞ÷ ö�Þþ¤ ­Âê ��±�� Â� Û�ó¢ �ûÂ���³õ�î �� �ûÂÔ¬ ¢�þ¥ ¢�Àã�­Âê ý�Â� ý¢�þ¥ ý�û ý¥�¨ ñ¢�ãõ Àª �µÔð �Ø÷��»Þû .À��î üõ ¢�þ "�ÜÞ�' ö���ä ´½� �¤ ö�Þþ¤ ­Âê ¢¤ ý�Â� ü��úª��.´¨� RH ¢¤ ,�û ý¥¤� Ýû ßþ� ¥� üØþ öÀª ¢¤ ßþ�Â���� ,ùÀõ� ´¨À� ö�Þþ¤.À�¨¤ ��� �� �Þþ�� �b Ü¹õ ¤¢ �î ¢Âî �ÂÎõ ö�Þþ¤ ­Âê ö¢�� ù�±µª� ¥� �¤ üÎÜè ��±�� 98Â��õ¢�¤ 1940 �b û¢ Â¡�ø� ¤¢.℄25ø20[ Àª ��±�� ÛÚ�¨ Í¨�� Â��õ¢�¤ �µÔð ßþ� ö¢�� ÍÜè×þ��ê ¤¢ ¢Â�¤�î 7.0À�û¢ üõ ö�È÷ �¤ üÈ¿� ¤�ÀÖõ ö�Þû ,ö�Þþ¤ ý��¥ â��� ÍÜµ¿õ ý�ûÂÔ¬ ¥� 
n üõ�û�õ ý�úµÞÆì üã®�õ ý�úþ¤�¢Â� �÷�Þ÷¤¢ �û ÅþÂ��õ ¥� �ä�Þ¹õ ßþ� .¢�ªüõ ùÀþ¢ 99 ¤�û ùb¥�À÷� �� ÓÊµõ �bØþ ùøÂð ¥� üê¢�Ê� �µê¤ Û�Ü½� ÅþÂ��õ ùbÄþø ¤�ÀÖõ ¤¢ �î.¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ 100 CUE ×þ��êÀ�î üõ ÓþÂã� ß��� �¤ ��µ÷��î ý��¥ â��� 101 ñ�À÷�ÂîZ(s) =X 1Es×þ¢�÷ �¥�õ â��� ßþ� .Àª�� üõ Z(s) ü��þ¥ ¤� ,éÀû ø À�î üõ Â��ç� üõ�µ÷��î ÝµÆ�¨ ß�Ø� ý�û ý�Â÷� ýø¤ á�Þ¹õ �îÀ�÷��µ�õ �¤ ö� ¢¤�õ ¤¢ ÂµÈ�� ������ ø °ó�Îõ �î À�î üõ �ÂÎõ ×þ��ê ¤¢ ý¥�� Û��Æõ ,Z(s) Õ�ì¢ ß��ã� °ì�ãµõ ø ù¢�� �(s)Ni
olas97H:Radema
her98Haar measure99Cir
ular Unitary Ensemble100Ri
hard E: Crandall101



33 .À�÷��¿� ℄51[ ¤¢fN+gProgramZetaV alue;V ars; n; i; k; p : Longint;Sum;Power;m : Extended;BeginFors := 2To30DoBeginm := 1;Fori := 1TosDom := m � PI ;Sum := 0;Fork := 1To10000000DoBeginPower := 1;Fori := 1TosDoPower := Power � k;Sum := Sum+ 1=Power;End;Writeln(0Zeta(0; s;0 ) =0; Sum : 0 : 20;0 Alpha(0; s;0 ) =0;m=Sum : 0 : 20);End;Writeln(0Finished:P ressEnter0);



34Readln;End:fN+gProgram ZetaValue;Vars,n,i,k,p:Longint;Sum,Power,m:Extended;F:Text;BeginAssign(F,'zeta.txt');Rewrite(F);For s:=41 To 60 DoBeginm:=1;For i:=1 To s Dom:=m*PI;Sum:=0;For k:=1 To 100000 DoBeginPower:=1;For i:=1 To s DoPower:=Power*k;Sum:=Sum+ 1 / Power;



35End;Writeln(F,'Zeta(',s,')= ',Sum:0:20,' Alpha(',s,')= ',m/Sum:0:20);End;Writeln('Finished.Press Enter');
lose(F);Readln;End.
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